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1 Aufgabeniibersicht

1.1 Beispiel I

Ermitteln Sie die Wellenléinge bzw. Frequenz des Maximums der Planck’schen
Strahlungskurven, genauer gesagt, der spektralen spezifischen Ausstrahlungen
Jx(A\, T) und J, (v, T) via Simplexverfahren fiir Wega, Aldebaran und die Sonne.

1.2 Beispiel 11

Integrieren Sie Jy(A,T) iiber den Wellenléingenbereich der UV Strahlung mit
Hilfe eines Monte-Carlo Verfahrens, und berechnen Sie wie schnell man einen
Sonnenbrand bekdme, bewegten wir uns um Wega oder Aldebaran anstatt um
unsere Sonne.

2 Einfiihrung

Als Max Planck um 1900 die Eigenschaften der Hohlraumstrahlung erklérte,
und damit mehr oder minder die Quantenmechanik ins Leben rief, begannen
goldene Zeiten fiir die Astronomie. Durch den rigoros gezeigten Zusammenhang
zwischen emittierter Lichtmenge in einem bestimmten Wellenléngenbereich und
der Temperatur des Strahlers war es nun moglich den Sternen tatséchliche Effek-
tivtemperaturen zuzuordnen. Und dies ganz ohne bei dem Versuch ein geeichtes
Thermometer im Stern zu plazieren ins Schwitzen kommen zu miissen! Auf-
grund des grofien Erfolges der Planck’schen Theorie verwundert es nicht, dass
sich in den letzten hundert Jahren ein wahrer Urwald an Formulierungen des
funktionalen Zusammenhanges zwischen den Groéflen Temperatur, Wellenlénge
und Strahlungsleistung entwickelt hat. Dabei schlégelt man sich durch Begriffe
wie die der spektralen Strahldichte, der spektralen spezifischen Ausstrahlung und
der Gesamtstrahldichte, mal pro Steradians, mal in Photonen pro Sekunde pro
Quadratmeter. Wer sich in diesem Dickicht noch nie verirrt hat, ist zu beneiden.
Da dieses Thema zentraler in der Astronomie nicht sein konnte, werden Sie sich
in diesem Ubungsbeispiel zumindest mit den Grundlagen auseinander setzten
diirfen.



2.1 Das Planck’sche Strahlunsgesetz

Wir befassen uns zunéchst mit Abstrahlung im Allgemeinen. Dazu fithren wir
eine Abstrahlfunktion I ein. Stellen Sie sich eine unendlich diinne Platte einer
gleichmilig in alle Raumrichtungen abstrahlenden (=Lambert’schen) Substanz
vor. Abbildung 1 sollte Thnen dabei helfen. Um unser Modell nicht unnétig
kompliziert zu gestalten, wird alle Strahlung, die von der Fldche A ausgeht, im
Flachenmittelpunkt konzentriert. Wire die Strahlung nun perfekt gebiindelt -
wie etwa ein LASER - wiirde sie als unendlich diinner Strahl in Richtung des
Flachennormalenvektors N, oder unter einem bestimmten Winkel 6 zu diesem
Flichennormalvektor, austreten. Da unsere Annahme jedoch keinen LASER
vorsieht, ist die Stahlung etwas 'aufgefiichert’. Je weiter sich 'Nachbar-Stahlen’
vom Zentrum der Fliche A entfernen, desto grofier wird auch ihr gegenseitiger
Abstand. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Strahlung ist naturgeméifl die
Lichtgeschwindigkeit, daher sollten alle, trotz grolerem gegenseitigen Abstand,
die gleiche Distanz vom Flichenzentrum von A zuriickgelegt haben. Diesen Sach-
verhalt stellt man am bequemsten in Kugelkoordinaten dar. Konkret betrachtet
man einen kleinen Ausschnitt einer Kugel mit Zentrum im Fldchenmittelpunkt
von A und Einheitsradius r = 1. Koordinaten auf der Oberfliche einer Kugel
mit 7 = 1 kénnen allein durch zwei Winkel - ¢ horizontal und 6 vertikal! - be-
schrieben werden. Einen kleinen Oberflachenausschnitt der Einheitskugel, von
© bis ¢ +dyp sowie 0 bis 0+ df, bezeichnet man - analog zum Fliachenelement dA
- als Raumwinkelelement dS) mit 'Einheit’ Steradiant?. Mit Hilfe von d{) lisst
sich nun die ’Auffacherung’ des Lichtstrahles quantitativ beschreiben. Denken
Sie etwa an den Vergleich LASER - Taschenlampe. Wihrend der LASER nur
einen relativ kleinen Bereich der Einheitskugel anstrahlt, leuchtet die Taschen-
lampe einen Erheblich gréfieren Teil der Oberfliche aus. In unserem Beispiel
ist die Fliche A ein Lambert’scher Strahler, sie strahlt also in den gesamten
"Halbraum’ - die Unterseite der Flache strahlt nicht. Dies entspricht der halben
Oberfliche der Einheitskugel. Da unsere Lambert’sche Abstrahlfunktion I nicht
vom Raumwinkel abhéngt, kénnen wir sie iiber den Halbraum (HR) integrieren
und erhalten:
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Im Unterschied zu iiblichen Kugelkoordinaten wird beim Oberfidchenintegral
der Einheitskugel verstédndlicher Weise r ignoriert, da r = 1. Daher ergibt sich
der Zusammenhang zwischen dem Oberflichenelement einer beliebigen Kugel
mit Radius R: dS = R?sin(d) dR df dp und dem Oberfliichenelement der
Einheitskugel, dem Raumwinkelelement df2 zu:

== 2)

Vorerst sind wir damit am Ende der Geometriestunde angelangt.

1Bei vertikalen Winkeln muss besonders auf die Ausrichtung geachtet werden! Konventio-
nen sind hier unterschiedlich. Mal gilt der Fldchennormalvektor N als Nulllinie von dem aus
gemessen wird, mal die Flache A!

2 Also nicht in Grad! Genau wie Radiant ist Steradiant keine wirkliche, physikalische Einheit
im Gegensatz zu Meter, Sekunde, etc.



Abbildung 1: Skizze einer ’aufgeficherten’ Abstrahlung der Fliche A. N be-
zeichnet den Flichennormalenvektor im Flichenmittelpunkt. Das Oberflichen-
element dS wird zwischen den Winkelpositionen ¢ bis ¢ + dy sowie 6 bis 0 + df
einer Kugel mit Radius r aufgespannt. Fiir 7 = 1 enspricht dS = df2, also dem
Raumwinkelelement.

Max Planck’s Beitrag war nun folgender?: Ein Kérper, egal welcher Form,
mit einer Temperatur T strahlt bei einer Wellenldnge A nach dem Gesetz:
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und bei einer bestimmten Frequenz v wie:
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wobei I wiederum unsere Abstrahlfunktion bezeichnen soll. Wozu also der geo-
metrische Aufwand? Wenn man’s genau nimmt - und das ist in diesem Fall
wichtig - ist I erst eine physikalisch verwertbare Grofle wenn sie zumindest
einen kleinen Bereich ihrer Variablen abdeckt, ansonsten wire die abgestrahl-
te Energie pro Wellenlinge niamlich identisch Null*! Dies wird meist implizit
vorausgesetzt, wir wollen es aber explizit vermerken:
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Nun kénnen wir I, und I, als spektrale Strahldichten identifizieren, also als
Maf fiir die iibertragene Energie pro Frequenz oder Wellenlinge pro Zeit pro
Raumwinkel pro Quadratmeter strahlender Fliche. What a mouthful. Natur-
konstanten in diesen Gleichungen sind:

3Fiir eine Herleitung des Strahlungsgesetzes sieche etwa http://en.wikipedia.org/wiki/
Planck’s_law

4Djes ist leicht durch die Integration f;‘[? In(A\,T) dX bei fixem T iiberpriifbar!



Vakuum Lichtgeschwindigkeit (c¢) [m/s] 299792458
Planck’sches Wirkungsquantum (h) [Js]  6.62606896 - 10~34
Boltzmann Konstante (k) [J/K] 1.3806504 - 10723

Die jeweiligen SI Einheiten sind folglich fiir I, [W m~=2 Hz~! str~!] und fiir
Iy [W m=3 str=1].> Der omindse cos() Term gehort zum Flichenelemen dA
und entspringt der Uberlegung, dass sich die tatsichlich strahlende Fliche A
fiir einen Beobachter, der die Fliche unter dem Winkel 3 betrachtet, kleiner
erscheint. Dies ertrtert Abbildung 2.

0<P<m/2

B=n/2

Abbildung 2: Die gesamte Abstrahlung der Fléche A, die von einem Beobachter

wahrgenommen werden kann ist proportional zum Cosinus des Betrachtungs-

winkels 5. N bezeichnet den Flachennormalenvektor im Flichenmittelpunkt. Im
s

ungiinstigsten Fall, sieht man nur den Rand der Fliche A (8 = 7).

In unserem Fall strahlt die Fliche A in alle Raumrichtungen gleichméfig
ab. Das bedeutet, es gibt keinen Grund nicht einfach iiber den gesamten HR zu
integrieren, und zwei léstige Differenziale loszuwerden.
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Fiir Jx(A,T) erhilt man einen vollig analogen Ausdruck.
J wird spektrale spezifische Ausstrahlung genannt.

5Auch hier ist Vorsicht geboten, da manchmal I in [W m~2 pm~™! str—1] zu finden ist,
oder gar als Funktion der Wellenzahl o an Stelle der Wellenlénge definiert wird.



Zum Abschluss wollen wir noch die gesamte Abgestrahlte Leistung unserer
Platte mit einer Temperatur T und Fliche von einem Quadratmeter in den HR
berechnen. Hierzu integrieren wir eine spektrale Strahldichte iiber den gesamten
HR und den gesamten Frequenzbereich:
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mit o = 20K — (5,670400+0,000040) - 10-8 —Wor und der gliicklichen Lisung

des Integrals [ vy = erhalten wir also das Stefan - Boltzmann Ge-

71'4
setz! Zu beachtene ist1 noch, éimss die Planck’sche Energieverteilung exakt nur
fiir ’Schwarzkorper’ giiltig ist. Diese Bezeichnung umfasst Gegenstéinde, die alle
Strahlung perfekt absorbieren und abgeben kénnen ohne z.B. Absorptionsli-
nien oder Ahnliches aufzuweisen. Fiir reale Sterne trifft diese Annahme nur
bedingt zu, der Einfachheit halber werden wir in diesem Beispiel allerdings von
Schwarzkorpern ausgehen.

2.2 Vega und Aldebaran

Wega (o Lyrae) und Aldebaran (o Tauri) gehoren zu den auffilligeren Sternen
am Nachthimmel. Als ’Standard-Stern’ muss Wega dafiir herhalten die schein-
bare Helligketisskala fiir alle Wellenléingen auf 0 [mag] zu eichen. Wega besitzt
eine sehr hohe Rotationsgeschwindigkeit: 12,5 h im Vergleich zu den etwa 25-34
Tagen fiir die Sonne bei doppeltem Radius, und seit 1981 gibt es die Vermutung
es konnte sich bei Wega um einen schnell Pulsierenden §Scuti Stern handeln
(Fernie, 1981). Pulsationen, die Helligkeitsschwankungen mit sich fithren... heute
wiirden sich die meisten Astronomen wohl wiinschen ein etwas zahmeres Exem-
plar fiir die Aufgabe des ’Standard-Sterns’ gewihlt zu haben. Aldebaran hinge-
gen ist recht zahm, von seinem Riesentum abgesehen. Mit einem Durchmesser
von 88 Sonnenradien wiirde er von der Erde aus gesehen einen Winkeldurchmes-
ser von etwa 23° haben - sprich einen nicht unwesentlichen Himmelsausschnitt
fillen. Es folgt eine Tabelle mit relevanten Daten:

Sonne Wega Aldebaran

Spektral-Typ G2V A0V K5III
Leuchtkraft [Leg)] 1 37 518
Radius [Rg] 1 2.5 44

Effektiv Temperatur [K] 5778 9600 3900

Leuchtkréfte und Radien sind hier, wie tiblich, auf die Sonne bezogen. Die effek-
tiv Temperatur, also die Temperatur die der dquivalenten, thermischen Strah-
lung eines Schwarzkorpers entspricht wird dagegen einfach in Kelvin vermerkt.

2.3 Monte Carlo Integration

Als Monte Carlo (MC) Methoden gelten numerische Verfahren, die sich Eigen-
schaften von Zufallszahlen zunutze machen. Entwickelt um Verhaltensweisen
statistischer Ensembles in der Material- und Festkorperphysik zu untersuchen
wird hier vereinfacht gesagt durch geschicktes 'Probieren’, z.B. Versetzen von
Atomen in einem Gitter, versucht die energetisch giinstigste Anordnung des



gesamten Ensembles zu finden. Die Anwendungen von MC sind inzwischen je-
doch so vielfiltig, dass sie praktisch nur noch die Verwendung von Zufallszah-
len gemein haben. Wir werden mit Hilfe von MC versuchen, die Planck’sche
Strahlungskurve iiber den UV-Strahlungsbereich zu integrieren. Vom prakti-
schen Standpunkt aus gesehen ist die Methode denkbar einfach: Man nehme
sehr viele Paare von unabhéngigen, gleichverteilten Zufallszahlen, und denke
sich ein Rechteck, in das die zu integrierende Funktion eingeschrieben sein soll.
Die Hohe des Rechtecks gleicht dem Funktions-Maximum im zu integrierenden
Intervall, und die Breite ist das Intervall selbst (sieche Abbildung 3). Nun schiefit
man Paare unabhéngiger Zufallszahlen, die x,y-Koordinaten von Punkten dar-
stellen, in dieses Rechteck. Sind alle Zufallszahlen unabhéngig, so gilt dass die
Anzahl der Punkte die unter der zu integrierenden Funktion landen proportional
zur Fliche unter dem Funktionsgraphen ist. Sprich das Integral der Funktion
ist ganz einfach der Anteil der gesamt gewiirfelten Punkte die unterhalb der
Funktion gelandet sind, multipliziert mit der Fliche des Rechtecks:
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Abbildung 3: Monte Carlo Integration. Unabhéngie Zufallszahlen-Paare Ry und
Ry (schwarze Punkte) werden aus dem blauen Rechteck gewiirfelt. All jene
Punkte, die unterhalb die zu integrierenden Funktion (rot) fallen werden gezéhlt.
Das Integral der Funktion ist somit gleich der Zahl der Punkte unter dem Funk-
tionswert durch die Gesamtzahl der gewiirfelten Punkte mal der Fliche des
blauen Rechtecks

3 Aufgaben im Detail

3.1 Beispiel I

Verwenden Sie das in der Vorlesung besprochene Simplex Verfahren um die Wel-
lenldnge des Maximums der Planck’schen Strahlungskurven, genauer gesagt, der



spektralen spezifischen Ausstrahlungen Jx(\,T) und J, (v, T) fiir Wega, Alde-
baran und die Sonne zu berechnen. Tipp: Erst denken, dann programmieren!
Negative Wellenléingen und Frequenzen sollten nicht vorkommen.

Bonus Aufgaben:

e Versuchen Sie mit Hilfe der Relation A -v = ¢ die Funktion I, in Iy umzu-
rechnen! Tipp: Verniinftiger Weise sollten das Integral iiber alle Frequen-
zen und das Integral iiber alle Wellenldngen das gleiche Ergebnis, ndmlich
das Stefan - Boltzmanngesetz liefern. (3 Punkte)

e Stellen Sie die exakten Kurven I, und I, fiir Wega, Aldebaran und die
Sonne graphisch dar! (3 Punkte)

e Vergleichen Sie Thre Resultate mit dem Wien’schen Verschiebungsgesetz
A =L, wobei b =2.8977685~3 [mK] die "Wiensche Verschiebungskonstan-
te’ darstellt. (3 Punkte)

3.2 Beispiel 11

Verwenden Sie das Monte Carlo Shooting Verfahren und integrieren Sie Jy(A, T')
iiber den Wellenléingenbereich der UV Strahlung (100 — 400 [nm]) fiir Wega,
Aldebaran und die Sonne. Berechnen Sie wie rasch man durch Wega bzw. Alde-
baran einen Sonnenbrand bekéme, wenn die dafiir nétige Dauer durch Sonnen-
einstrahlung fiir einen durchschnittlichen Mitteleuropder 20 Minuten betrégt
(WHO 1997), und sich genannte Sterne an der Stelle der Sonne befinden. Tipp:
Es geniigt die Leuchtkraftverhélntisse der Sterne im UV Bereich zu vergleichen.
Die gesamte Leuchtkraft eines Sterns, integriert iiber den gesamten Raum, ist
wie folgt definiert:

L(T,R,) = 47 R%20 T* (13)

wobei R, den Radius des Sterns bezeichnet. Richtig, dies ist nichts anderes als
das Stefan-Boltzmann Gesetz integriert iiber die Oberfliche des Sterns, die ja
als Ganzes strahlt. Da die Leuchtkraft L(T, R,) der Gesamtstrahlungsleistung
gleichkommt ist ihre SI-Einheit das Watt [W=J/s]. Méchte man die Leuchtkraft
in einem Bestimmten Wellenldngenbereich angeben so lautet die zugehorige Re-
lation... das diirfen Sie selbst herausfinden! Um verniinftige Ergebnisse mit MC
zu erzielen sind mindestens 10° — 107 Zufallszahlen-Ziehungen nétig!

Bonus Aufgaben (insg. 1 Tafelmeldung):

e Die Erde ist ja 1 AU von der Sonne entfernt! Wieso reicht es nur die UV-
Leuchtkrifte zu vergleichen, ohne diesen Abstand mit einzuberechnen?

e Bestimmen Sie die Solarkonstanten (Leuchtkraft pro Quadratmeter) an
der Stelle der Erde fiir alle drei Sterne!

e Bestimmen Sie die mittlere Temperatur der Erde, wenn die Erde als
Schwarzkorper ohne Atmosphére gendhert wird.



4 Requirements

Ein Protokoll, kein Roman (!)

das eine Einleitung zur Problemstellung enthélt

das keinen Quellcode beinhaltet; das Programm wird als Textdatei (na-
medesautors.c, namedesautors.f90) fehlerfrei compilierbar zusammen mit
Namen und Matrikelnummer an siegfried. eggl@univie.ac.at geschickt.

dessen zugrunde liegendes Programm fehlerfrei compilierbar sein muss
dessen zugrunde liegendes Programm fehlerfrei compilierbar sein muss

dessen zugrunde liegendes Programm fehlerfrei compilierbar sein muss,
und zwar mit der Gnu Compiler Collection (gce, gfortran, g++).

das Ergebnisse prisentiert und analysiert

Das Protokoll kann als PDF ebenfalls an siegfried.eggl@univie.ac.at versendet
werden. Keine MS-Word Dokumente als mail — ausgedruckt vorlegen!
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