Ubungen aus den numerischen Methoden der
Astronomie SS 2010

Diskussion Simplex 1: Warum heifit der Simplex Simplex? Wie konnte
man einen Simplex mathematisch korrekt definieren? Wozu kénnte man
Threr Ansicht nach Simplices verwenden?

2. Diskussion Simplex 2: Gegeben sei ein k-dimensionaler, euklidischer Raum
(z.B. R*). Welche Dimension kann ein Simplex mazimal haben, wenn er
diesen Raum bewohnt (k —1,k,k 4+ 1)? Welche Dimension muss er min-
destens haben? Wie viele Ecken besitzt er? Wie viele Kanten? Was kann
man {iber den Rand eines Simplex sagen?

3. Der in der Vorlesung behandelte Simplex-Algorithmus wird auch als “Downhill-
Simplex-Verfahren” bezeichnet. Was bezweckt dieses Verfahren? Es sei das
Potential eines “verriickten” Harmonischen Oszillators in 2 Dimensionen
gegeben:

Qz,y) =2+ (y —4)°

Finden sie das (hier triviale) Minimum von 2. Berechnen Sie 5 Durchlédufe
des Simplexalgorithmus mit den Startpunkten:

A=(2,3) B=(3,2) C=(-2,0)
und den folgenden Parameterwerten:

a=1=05y=2§=0.5

4. Folgt der Schwerpunkt des Simplex aus dem vorigen Beispiel dem Gradi-
enten des Potentials?

5. Da der Parameterraum eines Simplex beliebig gew#hlt werden kann, stellt
die Ausgleichsrechnung ein weiteres Anwendnungsgebiet des Downhill-
Algorithmus dar. Thre Messreihe liefert folgende Ergebnisse (die Unsicher-
heit liegt unter +- 107 ):

{ L Yi

1] 0.1 | 1.0289
2 | 0.5 | 1.0263
3|25 | 0.1795
4 | 3.0 | 0.0423




Aus der Theorie wissen Sie, dass ihre gesuchte (héchst nichtlineare) Funk-
tion folgende Form haben muss:

y(x) = a- Sin(z) + b’

Bestimmen Sie die Parameter a und b mit 5 Simplex-Iterationsschritten!
Thre Startwerte schitzen Sie dabei wie folgt:

al =0 bl =0
a3=0.35 by=-1
a3:—0.1 ngO].

Die Parameter fiir «, 8,y und § kénnen Sie aus dem vorigen Beispiel iiber-
nehmen. Tipp: Eine Ausgleichsrechnung basiert auf der Minimierung der
Fehlerquadratsumme Y, [y; — y(z;, a;, b;)]%.

. Diskussion Operator 1: Was ist ein Operator? Nennen Sie einige Unter-
schiede und Gemeinsamkeiten von Operatoren, Funktionen und Funktio-
nalen.

. Diskussion Operator 2: Die in der Vorlesung definierten Verschiebungs-
und Differenzenoperatoren 7, A und V sind lineare Operatoren. Welche
Eigenschaften definieren Linearitdt? Nennen Sie Beispiele fiir lineare und
nichtlineare Operatoren. Warum glauben Sie, haben lineare Operatoren
eine derart grofle Bedeutung in der Physik?
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Gregory-Newton Interpolation mit dquidistanten Stiitzstellen. Tabellieren
Sie die Funktion y = Sin(z) fiir die Werte = 0,1, 2, 3,4. Erstellen Sie
ein Differenzenschema und ermitteln Sie alle méglichen Interpolationspo-
lynome ausgehend von der Stiitzstelle zop = 1 nach der Formel:

Alyo(z —xz0) | APyo(x — xo)(x — x1)

Pu() = Yo + h 512
AMyo(x — z0)(x — 21)..(T — Tp—1)
+
n!hn

wobei h den konstanten Abstand der Stiitzstellen, n die Ordnung des In-
terpolationspolynoms, x,, die Stiitzstellen, und A™yq die in der Vorlesung
definierten Vorwitsdifferenzen des Funktionswertes ¢y am Stiitzpunkt zq
angeben. Welcher Ordnung kann ein Interpolationspolynom héchstens ha-
ben, wenn m Stiitzstellen zur Verfiigung stehen?

Verwenden Sie die Interpolationspolynome aus dem vorhergehenden Bei-
spiel und berechen Sie damit die Werte der interpolierten Funktion bei
x = /2. Berechnen Sie die prozentuelle Abweichung der einzelnen Er-
gebnisse, vom tatséchlichen Wert y = Sin(w/2). Steigt die Genauigkeit
bei steigender Ordnung der Polynome? Skizzieren sie die Polynome im
Bereich von z € [0, 7].

Verwenden Sie wiederum die Interpolationspolynome um die Funktions-
werte bei = 5 und = 8 zu berechnen (extrapolieren), und bestimmen
Sie erneut die prozentuelle Abweichung an diesen Punkten. Wie verhalt
sich die Abweichung nun mit zunehmender Ordnung? Benutzen Sie zur
Kontrolle ebenso die in der Vorlesung présentierte Formel f(a+n-h) = ...
um die Funktionswerte direkt (ohne explizite Erstellung eines Interpola-
tionspolynoms) zu erhalten. Skizzieren sie die Polynome im Bereich von
x € [0, 4n].

Bestimmen Sie die Rektaszension und Deklination («,d) und die helio-
zentrische Distanz » von Mars mittels Newtonscher Interpolation aus der
beiliegenden Tabelle fiir den 06.05.2010 21:00 MESZ (MittelEuropirische
SommerZeit) so genau wie moglich.

Die beiliegende Tabelle von Rektaszensions- und Deklinationswerten fiir
Wien stammt aus dem HORIZON System des Jet Propulsion Laborar-
tory (JPL) der NASA. Besuchen Sie die Homepage http://ssd.jpl.
nasa.gov/horizons.cgi, und kreieren Sie eine analoge Tabelle fiir Ura-
nus. Fithren Sie danach die im vorigen Beispiel angefiihrte Aufgabe durch.
Vergessen Sie dabei nicht, als Beobachtungsort Wien anzugeben!

Fiithren Sie die in der Vorlesung begonnene Herleitung der numerischen
Differentiation iiber das Stirling’sche Interpolationsverfahren bis zu den
sechsten Differenzen fY!(a) fort (auch geradzahlige Ableitungen!), und
berechnen Sie die Umkehrung, sprich die Differenzen aus den Ableitungen
der Funktion f ebenso bis h° f(®). Folgende Zusammenhénge kénnen Thnen
dabei niitzlich sein:

F(t) = fla+ sh)
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wobei ¢ und s kontinuierliche Parameter sind (entsprechen x aus der In-
terpolationsformel der vorigen Beispiele) und iiber die einfache lineare
Transformation ¢ = a + sh mit der Stiitzstelle @ und der Schrittweite h
der Funktion verkniipft sind.

I _drde_,df
ds — dtds dt

" )
A0

mit f® = ’é%’f. Differenzieren Sie die Stirling’sche Interpolationsformel

(7)

32 S S(s —
F(8) = flat sh) = Fla) + sf1(a) + 5y f11(a) + CFDEZD priny o

3!

nach dem Parameter s, setzen Sie dann s = 0 um die Ableitungen als
Funktion der Differenzen zu gewinnen. Fiihren Sie die Umkehrung analog
zur Vorlesung durch.

Verwenden Sie die Ergebnisse des vorigen Beispiels um aus beiliegender
Tabelle (heliozentrische Koordinaten der Erde) % und % fiir den 160.
und den 300. Tag zu berechnen.

Berechnen Sie weiters die Beschleunigungen ‘;275 und 32732’ bestimmen Sie
damit die Gauf}’sche Gravitationskonstante k iiber das Newton’sche Gra-
vitationsgesetz!

Tabellieren Sie die Funktion C'os(2?) and den Stellen z = {0, T, 2%, 3% 4%
Berechnen Sie

I:/ Cos(z?)dx
0

(Versuchen Sie auch das Integral analytisch zu l6sen, und vergleichen Sie
die Ergebnisse.)

T}
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Diskussion Differentialgleichungen (DGL): Wozu dienen DGL? Welche Ar-
ten von DGL gibt es, und wie kann man diese klassifizieren? Demonstrieren
Sie anhand einfacher Beispiele verschiedene Losungsansétze fiir gewohnli-
che DGL erster und zweiter Ordnung!

Integrieren Sie die folgende Differentialgleichung (DGL) nach der Methode
von ADAMS von x = 0 bis z = 0.4 mit einer Schrittweite h = 0.1:

by _
dx 6+

Wiéhlen Sie Ihr Anlaufstiick dabei symmetrisch um z¢ = 0 (Warum?)! Thr
zugehoriger Funktionswert lautet yo = 1. Losen Sie dieses Beispiel auch
analytisch, und verlgeichen Sie Thre Ergebnisse mit denen der numerischen
Integration!

Tipp: Um iiberhaupt ein Anlaufstiick zu erhalten, kénnte man ein Taylor-
polynom der Funktion y(z) um den Startwert xo bis zur zweiten Ordnung
in der Schrittweite h entwickeln: y(xo+h) ~ y(zo)+h-y'(zo)+h%/2:y" (x0).
Analoges fiir y(xo—h), y(xo+2h),y(zo —2h), damit sollte eine erste Nihe-
rung des Anlaufstiicks erzielbar sein. y'(zo) erhélt man dabei aus der DGL
- wie konnte man folglich y”(xo) ermitteln? Nicht vergessen: Anlaufstiick
verbessern bis keine Anderungen der letzten Differenzen mehr sichtbar
sind (6 Nachkommastellen!), bevor mit der Rechnung begonnen wird!

In der Vorlesung wurde die Differentialgleichung fiir den eindimensiona-
len, harmonischen Oszillator mit Hilfe der Lie-Reihen Integrationsmethode
gelost. Dabei wird die tatséichliche Losung durch Potenzreihen im System-
parameter (in unserem Fall der Zeit t) dargestellt. Fiithren Sie die in der
Vorlesung begonnene Lie-Reihe bis zur achten Ordnung in ¢ fort und skiz-
zieren Sie die durch die Lie-Reihe reprisentierte Losungsfunktion fiir Pa-
rameterwerte ¢ € {—3,3} im Phasenraum (£ gegen n) fiir die Ordnungen
O(t), O(t?)... bis O(t®) mit Anfangsbedingungen £, = 1 und 79 = 0, wobei
die Kopplungskonstante des harmonischen Oszillators e = 1 zu setzen ist.
Vergleichen Sie diese Losungen mit der analytischen!

Tipp: Erstellen Sie die Lie-Reihe bis zur Ordnung O(t®) in den Orten ¢
und den Geschwindigkeiten 7. Brechen Sie die Reihe zuerst nach dem kon-
stanten Term ab, und setzen Sie die Anfangsbedingungen ein. Skizzieren
Sie die Losungsfunktion indem Sie £ gegen n auftragen. Fiihren Sie sel-
biges Verfahren erneut durch, aber brechen Sie nun nach dem linearen,
quadratischen, etc. Term in ¢ ab. Eine positive Eigenschaft der Lie-Reihe
besteht darin, dass die Losungskurven fiir & und n bereits iiber ¢ para-
metrisiert sind, d.h. Sie brauchen lediglich Werte fiir ¢ € {—3,3} in den
Phasenraumvektor (£,1) = (£(£o, M0, ), n(&0, M0, t)) einzusetzen.

Losen Sie die Differentialgleichung fiir das mathematische Pendel mit Hilfe
der Lie-Reihen bis zur fiinften Ordnung in ¢!

¢ = Sin(¢)

Tipp: Spalten Sie die Differentialgleichung zweiter Ordnung in zwei Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung in £ = ¢ und n = qﬁ Da keine Anfangs-
bedingungen angegeben sind, erstellen Sie einfach die Lie-Reihen fiir Orte
und Geschwindigkeiten bis zur fiinften Ordnung in .



21. Berechnen Sie die ersten drei Lie-Reihen Terme des gekoppelten Differen-
tialgleichungssystems zweiter Ordnung;:

T =—x—8zy

j=-y—a’+y’

22. Finden Sie die Formel fiir die sechste Anwedung des Lie-Operators (D6&))
auf die Ortskoorinate des [-ten Korpers im gravitativen Drei-Korper-Problem.
Beniitzen Sie dabei folgende Relationen:

N N 4 5
DZZZ(m’bg;— + > mkﬁimﬁfafmi)

i=1 =1 k=1,l#k

wobei & die i-te Komponente des I-ten Ortsvektors, und 7} die i-te Kom-
ponente des I-ten Geschwindigkeitsvektors bezeichnet.

k=& — & = —Eu
Tk =1k — T = —Tki
Pik = ||é?k - 51” = Pkl
bk = Py

3

_ i

Ol = E ik
i=1

Tipp: Sie brauchen die Ableitungen D¢y, und Doy, nicht explizit auszu-
rechnen. Es reicht wenn Sie diese schlicht mit der korrekten Anzahl an
Anwendungen des Operators anfithren, z.B. D3¢, D?&;,. Daher sollte in
Threr Formel o nicht vorkommen...
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Verwenden Sie die LU-Zerlegung um folgendes Gleichungssystem zu lsen:

3100 0 0\ /= 6
5 =3 1.0 0 0] 9
0 5 81 0 0ff|as| |1
000 92 1 0f|a| |3
0 0 06 —8 1] 7
00 00 2 5/ \a 1

Legen Sie einen kubischen Spline durch folgende fiinf Punkte

1 xX; Yi
1 1.0 1.00
2 23 529 . . s
3 49 17.64 mit den Randbedingungen y| = 2,y5 = 10.
4 45 20.25
5 5.0 25.00

Legen Sie einen weiteren kubischen Spline durch die Punkte
1 0.0 0.00
2 01 010 . . L,
3 04 038 fiir folgende Randbedingungen: y; = 1,yf = 0.24.
4 0.5 0.46
5 1.8 1.06

Wiederholen Sie das vorige Beispiel mit folgenden Anfangsbedingungen
y! =057 =—0.2

Tabellieren Sie die Funktion:
f(x) = Cos(z?)

an den Stellen z = 0,1,2,3,4,5. Legen Sie eine kubische Splinefunktion
durch diese Punkte, und ermitteln Sie deren Wert an der Stelle x = %".
Legen Sie ebenfalls ein Interpolationspolynom maximaler Ordnung durch
diese Punkte, und vergleichen Sie die beiden Ergebnisse mit dem korrekten
Wert von f(x)! Da die Funktion f(z) bekannt ist, sollte es ein Leichtes fiir
Sie sein, die richtigen Randbedingungen an den Intervallgrenzen fiir die

Splines ausfindig zu machen...



28. Legen Sie eine Regressionsgerade (linearer least squares fit erster Ordnung)
der Form

y—(Az+B)=0

1 182 7.81
2 287 12.09
mit Parametern A und B durch folgende Datenpunkte: 3 3.64 15.20
4 4.79 19.90
5 5.85 24.17
6 6.06 25.09

und berechnen Sie die Fehler von A und B.

29. Verwenden Sie die Tabelle aus dem vorherigen Beispiel und erstellen Sie
ein Ausgleichspolynom zweiter Ordnung der Form

y—(Az? +Br+C)=0

mit den Parametern A, B,C. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem des
vorigen Beispiels! Welcher Fit produziert die geringeren Fehler?

30. Ein Ausgleichskreis der Form:
(x —x0)* + (y —yo)* = 7r°

mit den Parametern xg,yo,r sei durch folgende Messpunkte zu fithren:

{ Z; Yi

1 -0.887  3.26

2 -1.17 3.04

3 -1.33 2.83  Dabei sollte das Problem linearisiert werden (warum?).
4 -1.38 -0.0176

5 -142 -0.0344

6 -1.38 -0.029
Ein Linearisierungsvorschlag (xg, yo,7 — A, B,C)

Z:$2+y2
AZQLBQ
B =2y,

C=r"—a5—yp
sodass hieraus die neue Gleichung
z=Ax+ By+C

folgt.



31. Losen Sie das vorige Beispiel mit der Simplex Methode!
a=16=05vy=2§=0.5
Startwerte:

.230:0 yQZO r=2
20=0.16 yo=-1 r=1
zo=-0.2 49=0.5 1r=4
x9=0.7 Yo=2 r=0

Rechnen Sie mindestens 4 Iterationen! (Falls Sie ein Programm erstellt
haben, iiberpriifen Sie, wieviele Iterationen nétig sind, um eine mit der
Ausgleichsrechnung vergleichbare Genauigkeit zu erzielen).

32. Wenden Sie die Methode der Lie-Reihen auf das Problem des freien Falls
unter Beriicksichtigung des Luftwiderstandes an!

i=—g+q-i?

Erstellen Sie die Lie-Reihe bis zur sechsten Ordnung in ¢ mit folgenden
Anfangsbedingungen:

Toih

’f‘OZUQZO



33. Approximieren Sie die Losung fiir folgendes System von symmetrisch ge-
koppelten Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit Liereihen bis zur
5. Ordnung im Parameter r:

eilx+o) o g—ilx+o)
2

ei(0+x) — e_i(0+x)
2

X// —

mit ¢, = ¢(r),¥(r); ¢ ist die imaginire Einheit.
34. Zeigen Sie, dass die Lengendre-Polynome P,, ein Orhogonal(Orthonormal?)-
System beziiglich des Standard Skalar Produktes bilden:
1
< Pp|P, >= / P, (x) Py, (x)dx

-1

Tipp:Benutzen Sie dabei die Rekursionsrelation

2?2—-1d

P,_1(z) =xzP,(x) — - %Pn(x)

35. Haben Sie tatséichlich auf den ersten Blick erkannt, dass es sich bei der
Operation

1
/ P, (z)Py,(x)dx
-1

um ein Skalarprodukt handelt? Falls nein, zeigen Sie’s. Falls ja, zeigen
Sie’s trotzdem!

36. Assoziierte Legendre Polynome spielen eine Entscheidende Rolle in der
Quantenmechanik, indem sie integrale Bestandteile von Kugelflichenfunk-
tionen darstellen, die ihrerseits Losungen von Eigenwertproblemen verkorpern.
Ziel dieser Formulierung von physikalischen Problemen ist es, analog zu
experimentellen Beobachtungen sogenannten “Eigenfunktionen” von Ope-
ratoren diskrete Werte zuzuordnen,
entsprechend den Resultaten von Energie-, Drehimpuls- oder Spinmes-
sungen von Elektron-Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen, wie sie etwa in
der Schrodingergleichung zu finden sind, ohne dabei die Funktion selbst
zu verdndern. Assoziierte Legendre Polynome kénnen aus den bereits be-
kannten Legendre Polynomen {iber folgende Relation gewonnen werden:

Pum(@) = (-1 = 222

P(x)

wobei die Indices [ und m nun als Drehimpuls und Magnetquantenzahl
interpretiert werden kénnen. Zeigen Sie, dass die Kugelflichenfunktionen

00 (0,0) = [ E A Costo)e

10



fiir Quantenzahlen | = 2,m = 0, bzw. [ = 2,m = 1 Losungen der Eigen-
wertgleichung

—AV(9,¢) =1(1+1)T(9, $)

darstellen.
Tipp: Der von r unabhéingige Laplaceoperator A lisst sich in sphérischen
Koordinaten wie folgt schrieben:

B 0% ov 0w

g o% 29
AT = 502 + Cot(9) 50 +1/Sin*(0) 957
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