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1 Einleitung

Kubische Splines sind interpolierende Polynome dritten Grades die unter Kopp-
lungsbedingungen (wie z.B. Stetigkeit gewisser Ableitungen) stiickweise anein-
andergereit werden, um eine Funktion {iber mehrere Teilintervalle bestmoglich
approximieren zu kénnen. Gegeben seien n—1 Teilintervalle zwischen den Stiitz-
stellen 1 < x9 < x3... < x,. Wir definieren einen kubischen Spline auf jedem
Teilintervall k: [xg, Tx41], & = (2, ...,n — 1), sodass:

fr(x) ZAk(a?—xk-)S+Bk(1‘—$k)2+0k($—$k)+Dk (1)

Die Koeffizienten Ay, By, Cy, Dy gelten dabei fiir den Spline iiber dem k-ten
Teilintervall. Setzt man nun die Randpunkte des Teilintervalls [z, z;41] in Glei-
chung (1) ein, so erhilt man folgende Relationen fiir die Funktionswerte y sowie
fiir die ersten und zweiten Ableitungen 3y’ und 3" des Splines:

Y = fr(zr) = Di
Yrt1 = fr(Tri1) = ApAx} + BrAxy + CrAzy, + Dy, (2)

Y = fr(zr) = Cy
y7/€+1 = f]/c(zk‘-i-l) = 3AkAJC% + 2BkAxk + Ch (3)

yr = fi (xx) = 2By,
Yui1 = fi (xry1) = 6A Az + 2By

wobei A:ck = Tg41 — Tk-

2 Spline-Kopplungsbedingungen
Die Art des Ubergangs zwischen den Splines wird nun von den Kopplungsbe-

dingungen an den Teilintervallgrenzen bestimmt.

2.1 Stetigkeit der ersten Ableitungen

Zunéchst wollen wir die ersten Ableitungen der Splines an den Intervallgrenzen
gleichsetzen, sodass “Knicke” vermieden werden.

foo1 (k) = fr(zx)



Aus den Gleichungen (3) folgt somit die Kopplungsbedingung:
3Ak_1Ax;_| + 2By 1Azp—1 + Cyh1 = Cy, (5)

Da hierfiir die Gleichungen (3) verwendet wurden, miissen nun die Gleichungen
(2) und (4) zur Bestimmung der Koeffizienten Ay, ..., Dy herangezogen werden.

1
Ay = m(ygﬂ — i)
_ 1 _
By = 5 Yk k=(1,...,n—1) ©
Ayk 1
Cr = Aap gAl"k(y;c,H + 2yy)
Dy =y

mit Ayr = Yr41—Yk- Setzt man diese Ergebnisse nun in die Kopplungsbedingung
(5) ein, so erhélt man n — 2 Gleichungen in den Unbekannten y//:

(7)

A Ayy_
Azp_1y_y + 2(Azp—y + Azy)yy + Azpyp = G(yk _ 2k 1)

Amk A(Ekfl

E=(2,...,n—1)

Als Nebenergebnis kénnen wir auch die konkreten Werte der ersten Ableitungen
feststellen:

A 1
Y= Ch = A% — Az(yfyr +2)  k=(1,..n—1)
Al’k 6 (8)
y/ _ Ayn_1 + le (2y//+y// )
n Ax7z—1 6 n—1 n n—1

Gibt man nun y{ und y// als Randbedingungen vor, so lisst sich das Gleichungs-
system (7) in Matrixform anschreiben (siehe Tabelle 1). Die zweiten Ableitun-
gen y; stellen die Losung des Gleichungssystems dar, welche man z.B. durch
die Anwendung einer LU-Zerlegung der Koeffizientenmatrix erhélt. Tatséichlich
héngen die Koeffizientengleichungen (6) der k Splines lediglich von (zx, yk, y) )
ab. Da xj und yj bereits festgelegt sind, kann die Form der Splines iiber die
gefundenen y; eindeutig bestimmt werden.

Uber die Gleichungen (8) lassen sich auch Randbedingungen der Form 4, 3/,
mit diesem Schema in Einklang bringen:

A
20z y) + Azyyy = 6(y1 - yi)
an ©)

Ay,
Axnflyxfl + 2Axn71yg = 6<y:1 - A.Zn 1)
n—

Da hier keine Anfangswerte fiir ¢}, y// bekannt sind, hat die resultierende Koeffi-

zientenmatrix die Dimension n x n anstelle von (n—2) X (n—2). Die Gleichungen
(9) stellen Zusammenhinge zwischen y, 4" und yi,y, her, und werden - wie
in Tabelle 2 zu sehen - an die erste und letzte Zeile des Gleichungssystems
angebunden.



2.2 Stetigkeit der zweiten Ableitungen

Natiirlich kénnen auch die zweiten Ableitungen der Splines an den Intervall-
grenzen gleichgesetzen werden, um zu einer Kopplungsbedingung zu gelangen.

12/71(51%) = flg(xk)

Dies hat zur Folge, dass die jeweiligen kubischen Splines nun nicht mehr durch
Zahlentrippel der Form (x;,y;,y!") sondern durch (x;,y;,y}) mit ¢ = (1,...,n)
charakterisiert sind. Wir verwenden daher die Gleichungen (4) anstelle von (3)
fir die Kopplungsgleichung:

6Ar_1Ax,_1 +2Br_1 = 2B (10)

Nun miissen die Gleichungen (2) und (3) zur Bestimmung der Koeffizienten
Ak, ..., Dy, herangezogen werden.

1 Ayy

A — _27 / /
k A:r,i( Ay + Y1 + Yg)
1 Ayk
By = m(?)m ~ Y1 —2y,)  k=(1,.,n—1) (11)
Cr =y,
Dy, =y,

Nach dem Einsetzen der Koeffizienten in die Kopplungsgleichung (10), erhélt
man analog zum vorigen Kapitel n — 2 Spline Gleichungen - allerdings in den
Unbekannten 1, ..., y,:

1, 1 1 , 1, 3 Ayr_1 3 Ay
I A 29— - — _v =Ik
A:Ekflyk ! + (Awk,1 + Amk)yk + Axk Yr+1 ASE}C71 A$k71 ACCk A.Tk

(12)

kE=(2,..,n—1)

Mit Hilfe der urspriinglichen Definition der Koeffizienten, z.B. Gleichung (4),
konnen wir explizite Ausdriicke fiir die zweiten Ableitungen finden, falls diese
bendétig werden:

" 2 ( Ay

=2 (322 oy _y =(1,.,n—1
Yk Axy, 3A;vk: Yk yk“) f=(lon )

2 Ayn_1
" _ -3 n ’ 20/
Yn Axn—l ( Axn—l + Yn—1 + yn)

(13)

Gibt man g} und y/, vor, haben die Kopplungsgleichungen (10) in Matrixschreib-
weise die in Tabelle 3 gezeigte Form. Auch in der Darstellung (z, yx, y;.) kénnen
zweite Ableitungen als Randbedingungen an den Auflengrenzen des Gesamtin-
tervalls angegeben werden. Analog zum vorigen Kapitel wird dabei die Koeffi-
zientenmatrix mit den umgeformten Gleichungen (13) auf n x n erweitert.

2, 1, 3 Ay Y
Y1+ Yo = -5
A.’El A.’I}l Axl A.T,‘l 2
i (14)
_ yn 3 AyN7l

/ /
Al’n_lyn71 + Ailfn_lyn o 2 Al’n_l AIn_l

Das resultierende Gleichungssystem ist in Tabelle 4 zu sehen.



Q(A.’El + Al’g) AZL’Q yé/
A
Ay 2(Azsy + Azs) Azs yY 0 (Azi -
Axs 2(Azs + Axy) Axy Yy G(Ay4 _
— ACE4 ACE3
Azp_o 2(Azp_o+ Axp_y) Yn—1
Ayn—1 _ Ayn—
6<A‘77711 Al'nfz

Tabelle 1: Gleichungen zur Ermittelung der zweiten Ableitungen von k Splines mit Randbedingungen 7, y..




2Ax1 Axq vy
Azp  2(Azy + Azs) Axo vy
Ay 2(Azy + Awzs) Azs Y3

Az 2(Azs + Axy) Axy Y4

Axp_o 2(Azp_o+ Axp_1) Azp_g Yy
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Ayn—_1 Ayn_2
" SYn—1 A
Al’n—l 2A$n_1 Yn 6 < Axp_1 Axy_o

Tabelle 2: Gleichungen zur Ermittelung der zweiten Ableitungen von k Splines mit Randbedingungen y1,v.,.




3 Ay 3 Ay 1
, +
+ 1 1
Axy Azo Axo

/
Y Az, Azq Axoy Azo Az, 1
2
! 3 Ay 3 Ays
Y3 Azo Axo + Axz Azs
1 2 1 + 1 1 ,
sz Awg Awg Awg y4 3 Ayg + 3 Ay4
Azxsz Axs Axy Axy
1 1 1 1
Axg 2 <Aac3 + Aac4> Axy
/
1 2 1 + 1 Yn—1 3 Ayn—_2 + 3 Ayn—1 1 /
Axp_2 Ay _2 Ay 1 AZTy_o ATy_o Axp_1 Axp_1 Axp_1 yn

Tabelle 3: Gleichungen zur Ermittelung der ersten Ableitungen von k Splines mit Randbedingungen v/, v/,.




A$4
1 1 + 1 1
Axp_o Axy_o Axp_1 Axy_q
1 2
Axp_1 Axp_1

3 Ay oy

Aml Awl 2

3 Ay 3 Ay
Az, Az, Axoy Axo
3 Ay

+ 3 Ays
AZEQ AZEQ AZE3 AIg

3 Ays + -3 Aya
Azxsz Axs Axy Axy

Ayn_2 3 Ayn—1

Axyp_o Axy_2

Azp_1 Azp_1

3 Ayn_1 + LZ
Ax,_1 Axp_1 2

Tabelle 4: Gleichungen zur Ermittelung der ersten Ableitungen von & Splines mit Randbedingungen vy, y/..
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